Лекция 1. Абсолютная устойчивость положение равновесия в основном случае. Постановка задачи. Неособое преобразование

Постановка задачи. Дифференциальное уравнение регулируемых систем в основном случае имеет вид:

			(1.1)










где  – постоянные матрицы порядков  соответственно, матрица  – гурвицева, т.е.  – собственные значения матрицы 
Нелинейная система автоматического управления с уравнением (1.1) называется системой с ограниченным ресурсом, если функция

		(1.2)



Встречающиеся на практике системы автоматического управления относятся к системам с ограниченными ресурсами. Поскольку величина  – достаточно большое число, то включение (1.2) содержит все нелинейности из сектора 
Заметим систему (1.1) с нелинейностью





когда  можно привести к виду



где 











Положение равновесия системы (1.1), (1.2) определяется из решения алгебраических уравнений  Так как матрица  – гурвицева, то  где  только при  Отсюда следует, что система (1.1), (1.2) имеет единственное положение равновесия  если  Положению равновесия соответствует тривиальное решение  системы (1.1), (1.2).





Полагаем, что при достаточно малой окрестности точки  функцию  можно аппроксимировать линейной функцией  Следовательно, при  – достаточно малое число, уравнение возмущенного движения имеет вид
















где  – предельное значение  определяемое из гурвицевости матрицы  Если матрица  – гурвицева, то существует число  такое, что  при  более того,  Таким образом, когда матрица  где  – гурвицева, тривиальное решение системы (1.1), (1.2) асимптотически устойчиво по Ляпунову при 









Определение 1. Тривиальное решение  системы (1.1), (1.2) называется абсолютно устойчивым, если: 1) матрицы  – гурвицевы, где  2) для всех  – решение дифференциального уравнения (1.1) обладает свойством 




Определение 2. Условиями абсолютной устойчивости системы (1.1), (1.2) называются соотношения, связывающие конструктивные параметры системы  при выполнении которых положение равновесия  (тривиальное решение ) абсолютно устойчиво.
Задача 1. Найти условие абсолютной устойчивости положения равновесия системы (1.1), (1.2).














Функция  является управлением сформированное по принципу обратной связи, а вектор строка  называется вектором обратной связи. Проблема Айзермана состоит в том, что как выбрать вектора обратной связи  чтобы из асимптотической устойчивости тривиального решения  линейной системы  для любого  следует абсолютная устойчивость тривиального решения  системы (1.1), (1.2), где  – предельное значение гурвицевости матрицы  – сколь угодно малое число.









Определение 3. Будем считать, что в секторе  проблема Айзермана имеет решение, если: 1) существует вектор обратной связи  такой, что  где  – предельное значение гурвицевости матрицы  – сколь угодно малое число; 2) для любого  решение системы (1.1) асимптотически устойчиво; 3) для любого  тривиальное решение системы (1.1), (1.2) абсолютно устойчиво.

Задача 2. Найти сектор  где проблема Айзермана имеет решение.



Отметим, что как следует из работы [11] проблема Айзермана не всегда имеет решение. Задача состоит в том: найти такой вектор обратной связи  чтобы в секторе  проблема Айзермана имела решение.






Неособое преобразование. Сведения о свойствах нелинейности содержатся в включении  Поэтому необходимо преобразовать уравнения движения (1.1) так, чтобы в явной форме представить функцию  через фазовые переменные системы. Как следует из постановки задачи требуется гурвицевость матриц  Следовательно, в неособом преобразовании должна быть учтена, по крайней мере, гурвицевость матрицы 

Кроме того, неособое преобразование должно быть такое, что в несобственных интегралах связанных с включением  подынтегральную функцию можно представить в виде суммы двух слагаемых. Первое слагаемое является квадратичной формой, приведенной к диагональному виду, а второе слагаемое – полный дифференциал функции по времени. Такое представление подынтегральной функции в конечном счете приводит в легко проверяемым условиям абсолютной устойчивости.

Ниже приведено нелинейное преобразование исходного уравнения движения регулируемой системы (1.1) удовлетворяющее указанным требованиям. Следует отметить, что существующее неособое преобразование линейной системы из [12; § 5, теорема 2], основанное на управляемость пары  не удовлетворяет вышеперечисленным требованиям.

Характеристический полином матрицы  имеет вид:










где  – единичная матрица порядка  известные числа. Гурвицевость матрицы  легко определяется через коэффициенты  Как следует из теоремы Гамильтона-Кэли,  Тогда



Лемма 1. Пусть вектор строка  такая, что

				(1.3)
Тогда дифференциальное уравнение из (1.1) может быть представлено в виде

				(1.4)








где 

Доказательство. Рассмотрим первое уравнение из (1.1). Умножая слева на  имеем

				(1.5)




в силу равенства  где 

Дифференцируя по  тождество (1.5), получим

			(1.6)

где  Аналогичным путем, с учетом соотношения (1.3), получим следующую систему дифференциальных уравнений

			(1.7)


где  Из (1.5) – (1.7) следует (1.4). Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1, и пусть, кроме того, ранг матрицы

					(1.8)



порядка  равен  где  – знак транспонирования. Тогда:

1) существует вектор-строка  такая, что

					(1.9)



2) Если  то 






Доказательство. Заметим, что ранг матрицы  тогда и только тогда, когда векторы  – линейно независимы. Поскольку векторы  образуют базис в  то вектор  может быть представлен однозначно в виде  Тогда



Теперь второе уравнение из (1.1) запишется в виде (1.9). Пусть вектор  Тогда






в силу (1.8). Так как матрица  несобая, то  Следовательно, при  Лемма доказана.



Из лемм 1, 2 следует, что если выполнены равенства (1.3) и ранг  то дифференциальное уравнение (1.1) путем неособого преобразования  приводится к виду (1.4), где  запишется в виде (1.9).
Вводя обозначения


уравнения движения (1.4), (1.9) представим в виде

				(1.10)











Из (1.1), (1.10) следуют: 1)  2)  3) Матрицы  – подобные, следовательно,  4) 
 
image4.wmf
1,

´

n


image49.wmf
),

(

1

m

A


oleObject49.bin

image50.wmf
0

0

<

<

0

m

m

m

£


oleObject50.bin

image51.wmf
.

¥

®

t


oleObject51.bin

image52.wmf
0,

)

(

º

t

x


oleObject52.bin

image53.wmf
I

t

Î


oleObject53.bin

oleObject4.bin

image54.wmf
,

A


oleObject54.bin

image55.wmf
)

(

1

m

A


oleObject55.bin

image56.wmf
;

<

0

0

0

m

m

m

£

£


oleObject56.bin

image57.wmf
0

)

(

F

Î

s

j


oleObject57.bin

image58.wmf
0,

=

)

,

;0,

(

lim

0

j

x

t

x

t

¥

®


oleObject58.bin

image5.wmf
n

´

1


image59.wmf
,

0

x

"


oleObject59.bin

image60.wmf
.

|<

|

0

¥

x


oleObject60.bin

image61.wmf
),

,

,

,

(

0

m

S

B

A


oleObject61.bin

image62.wmf
0

=

*

x


oleObject62.bin

image63.wmf
0,

)

(

º

t

x


oleObject63.bin

oleObject5.bin

image64.wmf
I

t

Î


oleObject64.bin

image65.wmf
),

(

=

)

(

t

Sx

t

s


oleObject65.bin

image66.wmf
I

t

Î


oleObject66.bin

image67.wmf
n

n

R

s

s

S

Î

)

,

,

(

=

1

K


oleObject67.bin

image68.wmf
,

n

R

S

Î


oleObject68.bin

image6.wmf
A


image69.wmf
0,

)

(

º

t

x


oleObject69.bin

image70.wmf
I

t

Î


oleObject70.bin

image71.wmf
x

A

Sx

B

Ax

x

)

(

=

=

1

m

m

+

&


oleObject71.bin

image72.wmf
,

m


oleObject72.bin

image73.wmf
e

m

m

m

-

£

£

£

0

0

0


oleObject73.bin

oleObject6.bin

image74.wmf
0,

)

(

º

t

x


oleObject74.bin

image75.wmf
I

t

Î


oleObject75.bin

image76.wmf
0

m


oleObject76.bin

image77.wmf
),

(

1

m

A


oleObject77.bin

image78.wmf
0

>

e


oleObject78.bin

image7.wmf
0,

<

)

(

A

Re

j

l


image79.wmf
]

[0,

0

m


oleObject79.bin

image80.wmf
n

R

S

Î


oleObject80.bin

image81.wmf
,

=

0

0

e

m

m

-


oleObject81.bin

image82.wmf
0

m


oleObject82.bin

image83.wmf
),

(

1

m

A


oleObject83.bin

oleObject7.bin

image84.wmf
0

>

e


oleObject84.bin

image85.wmf
,

=

)

(

ms

s

j


oleObject85.bin

image86.wmf
e

m

m

m

-

£

£

£

0

0

0


oleObject86.bin

image87.wmf
0

)

(

F

Î

s

j


oleObject87.bin

image88.wmf
],

[0,

0

m


oleObject88.bin

image8.wmf
,

1,

=

n

j


image89.wmf
,

n

R

S

Î


oleObject89.bin

image90.wmf
],

[0,

0

m


oleObject90.bin

image91.wmf
e

m

m

-

0

0

=


oleObject91.bin

image92.wmf
.

)

(

0

F

Î

s

j


oleObject92.bin

image93.wmf
)),

(

(

t

s

j


oleObject93.bin

oleObject8.bin

image94.wmf
I

t

Î


oleObject94.bin

image95.wmf
,

A


oleObject95.bin

image96.wmf
).

(

1

m

A


oleObject96.bin

image97.wmf
.

A


oleObject97.bin

image98.wmf
0

)

(

F

Î

s

j


oleObject98.bin

image9.wmf
),

(

A

j

l


image99.wmf
)

,

(

B

A


oleObject99.bin

image100.wmf
A


oleObject100.bin

image101.wmf
,

|=

|=|

|

0

1

1

1

a

a

a

A

I

n

n

n

n

+

+

+

+

-

D

-

-

l

l

l

l

l

K


oleObject101.bin

image102.wmf
n

I


oleObject102.bin

image103.wmf
,

n

n

´


oleObject103.bin

oleObject9.bin

image104.wmf
,

i

a


oleObject104.bin

image105.wmf
1

0,

=

-

n

i


oleObject105.bin

image106.wmf
A


oleObject106.bin

image107.wmf
,

i

a


oleObject107.bin

image108.wmf
.

1

0,

=

-

n

i


oleObject108.bin

image10.wmf
n

j

1,

=


image109.wmf
0.

=

)

(

A

D


oleObject109.bin

image110.wmf
.

=

0

1

2

2

1

1

n

n

n

n

n

n

I

a

A

a

A

a

A

a

A

-

-

-

-

-

-

-

-

-

K


oleObject110.bin

image111.wmf
)

,

,

,

(

=

2

1

n

q

q

q

q

K


oleObject111.bin

image112.wmf
1.

=

0,

=

,

0,

=

0,

=

1

2

B

A

B

A

AB

B

n

n

-

-

q

q

q

q

K


oleObject112.bin

image113.wmf
),

(

=

,

=

,

,

=

,

=

1

2

1

1

0

1

3

2

2

1

s

j

+

-

-

-

-

-

-

n

n

n

n

n

y

a

y

a

y

a

y

y

y

y

y

y

y

K

&

&

K

&

&


oleObject113.bin

oleObject10.bin

image114.wmf
,

=

1

x

y

q


oleObject114.bin

image115.wmf
,

=

2

Ax

y

q


oleObject115.bin

image116.wmf
,

K


oleObject116.bin

image117.wmf
,

=

1

x

A

y

n

n

-

q


oleObject117.bin

image118.wmf
),

(

=

t

x

x


oleObject118.bin

image11.wmf
.

A


image119.wmf
),

(

=

t

y

y

i

i


oleObject119.bin

image120.wmf
,

I

t

Î


oleObject120.bin

image121.wmf
.

1,

=

n

i


oleObject121.bin

image122.wmf
q


oleObject122.bin

image123.wmf
,

,

=

(0)

,

=

)

(

=

0

I

t

x

x

Ax

B

Ax

x

Î

+

q

q

q

s

j

q

q

q

&


oleObject123.bin

oleObject11.bin

image124.wmf
0,

=

B

q


oleObject124.bin

image125.wmf
),

(

=

)

(

=

1

t

y

t

x

x

&

&

&

q

q


oleObject125.bin

image126.wmf
),

(

=

)

(

2

t

y

t

Ax

q


oleObject126.bin

image127.wmf
.

I

t

Î


oleObject127.bin

image128.wmf
t


oleObject128.bin

image12.wmf
}.

<

<

0

,

,

,

|

)

(

|

0,

=

(0)

,

)

(

0

|

)

,

(

)

(

{

=

)

(

*

1

*

2

0

1

1

0

¥

Î

"

£

£

£

Î

F

Î

j

s

s

j

s

j

j

s

m

s

s

j

s

j

s

j

R

R

R

C


image129.wmf
,

=

(0)

,

=

=

)]

(

[

=

=

=

0

2

3

2

2

Ax

y

y

x

A

B

Ax

A

x

A

x

y

q

q

s

j

q

q

q

+

&

&

&

&


oleObject129.bin

image130.wmf
0.

=

AB

q


oleObject130.bin

image131.wmf
.

,

=

(0)

),

(

=

=

)

(

=

=

,

=

=

=

,

,

=

(0)

,

=

=

=

0

1

1

0

1

1

1

1

2

1

0

2

3

4

2

3

I

t

x

A

y

y

a

y

a

B

A

x

A

x

A

y

y

x

A

x

A

y

x

A

y

y

x

A

x

y

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

Î

+

-

-

-

+

-

-

-

-

-

-

-

q

s

j

s

j

q

q

q

q

q

q

q

q

K

&

&

&

&

K

&

&

&

&

&


oleObject131.bin

image132.wmf
,

=

)

(

=

1

0

2

1

1

2

1

0

1

2

2

1

1

y

a

y

a

y

a

y

a

x

I

a

A

a

A

a

A

a

x

A

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

K

K

q

q


oleObject132.bin

image133.wmf
1.

=

1

B

A

n

-

q


oleObject133.bin

oleObject12.bin

image134.wmf
*

1

*

*

*

*

,

,

,

=

q

q

q

-

n

A

A

R

K


oleObject134.bin

image135.wmf
,

n

n

´


oleObject135.bin

image136.wmf
,

n


oleObject136.bin

image137.wmf
(*)


oleObject137.bin

image138.wmf
)

,

,

,

(

=

2

1

n

b

b

b

b

K


oleObject138.bin

image13.wmf
,

*

j


image139.wmf
;

=

2

2

1

1

n

n

y

y

y

b

b

b

s

+

+

+

K


oleObject139.bin

image140.wmf
0,

=

=

,

0,

=

=

0,

=

=

1

2

1

x

A

y

Ax

y

x

y

n

n

-

q

q

q

K


oleObject140.bin

image141.wmf
0.

=

x


oleObject141.bin

image142.wmf
n

R

=


oleObject142.bin

image143.wmf
*

1

*

*

*

*

,

,

,

q

q

q

-

n

A

A

K


oleObject143.bin

oleObject13.bin

image144.wmf
*

1

*

*

*

*

,

,

,

q

q

q

-

n

A

A

K


oleObject144.bin

image145.wmf
,

n

R


oleObject145.bin

image146.wmf
n

R

S

Î

*


oleObject146.bin

image147.wmf
.

=

*

1

*

*

*

2

*

1

*

q

b

q

b

q

b

-

+

+

+

n

n

A

A

S

K


oleObject147.bin

image148.wmf
.

=

=

=

2

2

1

1

1

2

1

n

n

n

n

y

y

y

x

A

Ax

x

Sx

b

b

b

q

b

q

b

q

b

s

+

+

+

+

+

+

-

K

K


oleObject148.bin

image14.wmf
¥

<

<

0

*

j


image149.wmf
.

)

,

,

,

(

=

*

2

1

n

n

R

y

y

y

y

Î

K


oleObject149.bin

image150.wmf
,

=

=

=

=

*

1

1

2

1

x

R

x

A

A

x

A

Ax

x

y

y

y

y

n

n

n

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

q

q

q

q

q

q

L

L

L


oleObject150.bin

image151.wmf
*

R


oleObject151.bin

image152.wmf
.

=

1

*

y

R

x

-


oleObject152.bin

image153.wmf
0,

=

y


oleObject153.bin

oleObject14.bin

image154.wmf
0.

=

x


oleObject154.bin

image155.wmf
,

=

n

R


oleObject155.bin

image156.wmf
y

R

x

1

*

=

-


oleObject156.bin

image157.wmf
Sx

=

s


oleObject157.bin

image158.wmf
),

,

,

(

=

,

1

0

0

=

,

0

1

0

0

0

0

1

0

=

1

1

2

1

0

n

n

S

B

a

a

a

a

A

b

b

K

M

K

K

K

K

K

K

K

K

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-


oleObject158.bin

image15.wmf
].

[0,

0

m


image159.wmf
.

)

(

,

=

),

(

=

0

F

Î

+

s

j

s

s

j

y

S

B

y

A

y

&


oleObject159.bin

image160.wmf
,

=

1

*

*

-

AR

R

A


oleObject160.bin

image161.wmf
,

=

*

B

R

B


oleObject161.bin

image162.wmf
;

=

1

*

-

SR

S


oleObject162.bin

image163.wmf
,

=

*

1

*

R

A

R

A

-


oleObject163.bin

oleObject15.bin

image164.wmf
,

=

1

*

B

R

B

-


oleObject164.bin

image165.wmf
;

=

*

R

S

S


oleObject165.bin

image166.wmf
,

A


oleObject166.bin

image167.wmf
A


oleObject167.bin

image168.wmf
),

(

=

)

(

A

A

j

j

l

l


oleObject168.bin

image16.wmf
,

,

,

)

(

|

)

,

(

)

(

{

=

)

(

1

2

0

2

0

1

1

R

r

R

R

C

Î

"

£

£

Î

F

Î

s

s

s

s

s

j

s

e

s

j

s

j


image169.wmf
;

1,

=

n

j


oleObject169.bin

image170.wmf
.

=

=

1

*

*

B

S

B

R

R

S

SB

-


oleObject170.bin

oleObject16.bin

image17.wmf
},

<

<

0

,

,

),

(

=

)

(

0,

=

(0)

*

1

0

0

¥

Î

"

+

j

s

s

s

j

s

e

s

j

j

R


oleObject17.bin

image18.wmf
,

=

0

0

0

m

e

+

r


oleObject18.bin

image1.wmf
),

[0,

=

,

=

(0)

,

=

),

(

=

0

¥

Î

+

I

t

x

x

Sx

B

Ax

x

s

s

j

&


image19.wmf
,

,

=

(0)

,

),

(

)

(

=

0

0

0

I

t

x

x

Sx

B

x

S

B

A

x

Î

Î

+

+

s

s

j

e

&


oleObject19.bin

image20.wmf
.

)

(

0

0

F

Î

s

j


oleObject20.bin

image21.wmf
0,

=

)

(

*

*

s

j

B

Ax

+


oleObject21.bin

image22.wmf
.

=

*

*

Sx

s


oleObject22.bin

image23.wmf
A


oleObject23.bin

oleObject1.bin

image24.wmf
),

(

=

*

1

*

s

j

B

A

x

-

-


oleObject24.bin

image25.wmf
),

(

=

*

1

*

s

j

s

B

SA

-

-


oleObject25.bin

image26.wmf
0

=

(0)

j


oleObject26.bin

image27.wmf
0.

=

s


oleObject27.bin

image28.wmf
0),

=

0,

=

(

*

*

s

x


oleObject28.bin

image2.wmf
S

B

A

,

,


image29.wmf
0.

1

¹

-

B

SA


oleObject29.bin

image30.wmf
0,

)

(

º

t

x


oleObject30.bin

image31.wmf
I

t

Î


oleObject31.bin

image32.wmf
0,

=

*

s


oleObject32.bin

image33.wmf
0

)

(

F

Î

s

j


oleObject33.bin

oleObject2.bin

image34.wmf
.

=

)

(

ms

s

j


oleObject34.bin

image35.wmf
,

|<

|

d

s


oleObject35.bin

image36.wmf
0

>

d


oleObject36.bin

image37.wmf
,

,

|<

|

,

=

(0)

,

)

(

=

=

0

0

1

I

t

x

x

x

x

A

Sx

B

Ax

x

Î

¥

+

m

m

&


oleObject37.bin

image38.wmf
,

=

)

(

1

S

B

A

A

m

m

+


oleObject38.bin

image3.wmf
,

n

n

´


image39.wmf
,

<

0

0

m

m

£


oleObject39.bin

image40.wmf
0

m


oleObject40.bin

image41.wmf
m


oleObject41.bin

image42.wmf
).

(

1

m

A


oleObject42.bin

image43.wmf
),

(

1

m

A


oleObject43.bin

oleObject3.bin

image44.wmf
0

0

<

0

m

m

m

£

£


oleObject44.bin

image45.wmf
0

>

1

e


oleObject45.bin

image46.wmf
1

|<

)

(

|

e

t

x


oleObject46.bin

image47.wmf
,

|<

|

1

0

d

x


oleObject47.bin

image48.wmf
0.

=

)

(

lim

t

x

t

¥

®


oleObject48.bin

